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ABSTRAK 
 
Tugas akhir ini membahas model matematika untuk penyebaran flu burung pada manusia, unggas 
liar dan unggas domestik dengan pengaruh vaksinasi. Model matematika yang digunakan berupa 
model                  dengan laju kelahiran diasumsikan sama dengan laju kematian. 
Permasalahan yang diangkat dalam penelitian ini adalah bagaimana penurunan model 
                 pada penyebaran flu burung pada manusia, unggas liar dan unggas domestik 
dengan pengaruh vaksinasi, bagaimana menentukan titik kesetimbangan dan analisis 
kestabilannya, bagaimana simulasi model menggunakan Maple 13. Metode yang digunakan untuk 
menganalisis masalah adalah dengan studi pustaka. Dari model diperoleh dua titik kesetimbangan 
yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik kesetimbangan endemik. Setelah dianalisis 
kestabilan pada titik kesetimbangan bebas penyakit akan stabil asimtotik untuk 10 R . Sedangkan  
titik kesetimbangan endemik penyakit akan stabil asimtotik untuk .10 R   Selanjutnya dilakukan 
simulasi dan diperoleh bahwa untuk laju vaksinasi kurang dari 0.20 dan keberadaan unggas liar 
kurang sama dengan 0.09 maka penyakit masih mewabah sedangkan untuk laju vaksinasi besar 
sama dengan 0.20 dan keberadaan unggas liar besar sama dengan 0.09 maka penyakit tidak akan 
meluas dalam artian minimal ada %20  yang di vaksinasi dan minimal ada %9  keberadaan unggas 
liar dari seluruh individu yang rentan jika ingin penyakit flu burung menghilang. 
 
Kata Kunci: Analisis kestabilan, flu burung, titik kesetimbangan, vaksinasi. 
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ABSTRACT 
 
This final project examines about a mathematic model of avian influenza for human, wild bird and 
poultry with vaccination. The mathematic model used is                  with the birth rate 
equal to the death rate. The issued raised in this thesis are how to derive                  
model of avian influenza for human, wild bird and poultry with vaccination, how to determine the 
equilibrium point and stability analysis, how to simulate the model using Maple 13. The methode 
used to analyzse the issues is literature review. From the model obtained two equlibrium points 
are disease-free equilibrium point and disease-endemic equilibrium point. The disease-free 
equilibrium point will be stable for 10 R .While the disease-endemic equilibrium point will be 
stable for 10 R . Then do simulation and obtained that if the vaccination rate is less than 0.20 
and the presence of wild birds is less than the same 0.09 so the disease is still endemic while if the 
vaccination rate is more than the same 0.20 and the presence of wild birds is more than the same 
0.09 so the disease will not spread and  it means there is minimum of %20  are vaccinated and 
there is minimum %9  of wild birds from all suscepted individuals if want the disease id 
disappear. 
 
Keywords: Avian influenza, equilibrium point, stability analysis, vaccination. 
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BAB I 
PENDAHULUAN 
 
1.1 Latar Belakang 
 Penyakit flu burung (avian influenza) adalah suatu penyakit menular yang 
disebabkan oleh virus influenza tipe A yang menjangkiti burung dan mamalia. 
Virus flu burung ini pada awalnya dibawa dan ditularkan oleh unggas liar ke 
unggas liar dan unggas domestik. Penyebaran virus terjadi melalui perpindahan 
tempat atau migrasi unggas liar lintas negara. Unggas liar dan unggas domestik 
yang rentan menjadi terinfeksi ketika terjadi kontak langsung dengan sekresi atau 
ekskresi yang terkontaminasi dari unggas liar yang terinfeksi. 
 Salah satu virus flu burung tipe A ganas yang mudah menyebar dan sangat 
mematikan yaitu virus dengan subtipe H5N1 yang terdapat pada burung liar atau 
unggas liar.  H5N1 diketahui sangat patogen terhadap unggas domestik sehingga 
sangat mudah menulari populasi unggas domestik. Pada tahun 2003 virus subtipe 
tersebut menyerang sebanyak 230 juta unggas domestik dan ribuan burung liar 
hampir di seluruh Asia dan Eropa.  
 Di Indonesia, pada tahun 2015 terdapat 123 kasus kematian unggas 
domestik akibat flu burung. Kemudian pada tahun 2016 terdapat 148 kasus 
kematian unggas domestik akibat flu burung yang disebabkan unggas liar (Ketut 
Diarmita, 2016). Kasus flu burung pada unggas domestik tidak hanya disebabkan 
oleh unggas liar saja namun kontak langsung dengan unggas domestik yang 
terinfeksi serta keadaan kandang yang tidak sehat juga menjadi penyebab 
tertularnya flu burung (Bayu Krisnamurthi, 2017). 
 Kasus virus flu burung yang pada awalnya hanya menyerang unggas, 
ternyata dapat menginfeksi manusia juga. Hal itu dikarenakan virus mudah 
bermutasi sehingga membentuk varian baru yang lebih patogen. Virus yang 
mudah bermutasi tersebut selanjutnya mengalami perubahan pembawa sifat 
genetik sehingga lebih kuat berinteraksi dengan sel manusia. Penyebaran virus 
terhadap manusia dapat terjadi akibat melakukan kontak langsung dengan unggas 
yang terinfeksi (M. Raji, 2017:57). 
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 Upaya strategi nasional telah dilakukan pemerintah untuk mencegah 
penyebaran flu burung yaitu pemberian vaksinasi pada unggas domestik. Tujuan 
pemberian vaksinasi adalah untuk membuat unggas menjadi kebal terhadap 
penyakit flu burung sehingga dapat mencegah penyebaran luas flu burung di 
beberapa wilayah Indonesia. Pemberian vaksinasi terhadap unggas harus 
dilakukan secara tepat agar penyebaran serta penularan flu burung dapat 
dihentikan (Bayu Krisnamurthi, 2017). 
 Penelitian mengenai model penyebaran flu burung telah banyak dilakukan. 
Derouich dan Boutayeb (2008) menurunkan model penyebaran penyakit flu 
burung pada populasi unggas dan manusia dengan model SIR. Pada model 
tersebut, tingkat kematian alami dan tingkat kematian penyakit pada unggas 
dianggap sama dan tidak dibedakan antara unggas liar atau unggas domestik. 
 Moch Chotim (2013), memodelkan penyebaran penyakit flu burung 
dengan memperhatikan populasi unggas dan menambahkan kontrol vaksinasi 
pada unggas yang rentan. Analisis dari model menunjukkan bahwa jika semakin 
tinggi tingkat vaksinasi pada populasi unggas maka bilangan reproduksi dasar 
akan semakin menurun dan semakin besar tingkat vaksinasi pada populasi unggas 
maka semakin cepat penyakit menghilang dari populasi.  
 Amidi dan M. Kharis (2017) membahas model penyebaran penyakit flu 
burung dengan memperhatikan 2 populasi yaitu populasi manusia dan populasi 
unggas domestik dan menambahkan kontrol vaksinasi pada pada unggas domestik 
yang rentan. Analisis dari model yaitu jika proporsi unggas domestik rentan dan 
tingkat vaksinasi meningkat maka nilai reproduksinya berkurang dan penyebaran 
flu burung pada populasi manusia dan unggas domestik dapat dicegah.   
 Kimbir, Aboiyar, dan Okolo (2014) membahas model penyebaran 
penyakit flu burung dengan memperhatikan 3 populasi yaitu populasi manusia, 
populasi unggas liar dan populasi unggas domestik. Pada model tersebut, 
dibedakan antara unggas liar dan unggas domestik. Analisis dari model 
menunjukkan bahwa strategi kontrol apapun yang bertujuan mengurangi 
penularan infeksi akan berdampak besar pada pemberantasan infeksi flu burung.  
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 Berdasarkan penelitian Kimbir, Aboiyar, Okolo (2014) serta Amidi dan M. 
Kharis (2017) peneliti tertarik untuk memodelkan penyebaran penyakit flu burung 
dengan memperhatikan 3 populasi yaitu populasi unggas liar, unggas domestik, 
dan manusia dengan membedakan unggas liar dan unggas domestik serta 
menambahkan kontrol vaksinasi pada unggas domestik yang rentan terhadap 
penyakit flu burung dengan model SIR. Kontrol vaksinasi pada unggas domestik 
rentan berguna untuk menunjukkan pengaruhnya terhadap penyebaran penyakit 
flu burung. 
 
1.2 Rumusan Masalah 
 Berdasarkan latar belakang di atas, rumusan masalah dalam penelitian ini 
adalah sebagai berikut :  
1. Bagaimana model SIR (Susceptible Infected Recovered) penyebaran penyakit 
flu burung pada populasi manusia, unggas liar, dan unggas domestik dengan 
pengaruh vaksinasi ? 
2. Bagaimanakah kestabilan titik-titik ekuilibrium pada model tersebut? 
3. Bagaimana pengaruh vaksinasi terhadap penyebaran flu burung dengan 
menggunakan model SIR (Susceptible Infected Recovered) ? 
 
1.3 Tujuan Penelitian 
 Berdasarkan rumusan masalah di atas tujuan dari penelitian ini sebagai 
berikut : 
1. Mendapatkan model SIR (Suscepted Infected Recovered) penyebaran penyakit 
flu burung pada populasi manusia, unggas liar, dan unggas domestik dengan 
pengaruh vaksinasi. 
2. Mendapatkan titik ekuilibrium dan kestabilan titik ekuilibrium dari model SIR 
(Suscepted Infected Recovered). 
3. Mendapatkan pengaruh vaksinasi terhadap penyebaran flu burung dengan 
menggunakan model SIR (Suscepted Infected Recovered) 
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1.4 Manfaat Penelitian 
 Hasil dari suatu penelitian tentunya mempunyai kegunaan dan manfaat 
bagi peneliti maupun pihak-pihak lain. Sejalan dengan tujuan penelitian di atas, 
maka penelitian ini memiliki manfaat sebagai berikut : 
1. Memberikan penjelasan tentang flu burung baik untuk kalangan mahasiswa 
maupun masyarakat. 
2. Sebagai bahan penelitian untuk mencegah terjadinya penyebaran flu burung. 
3. Dapat dijadikan sebagai bahan penelitian yang lebih mendalam untuk 
pelaksanaan penelitian selanjutnya. 
 
1.5 Batasan Masalah 
 Agar penelitian lebih terfokus dan terarah serta menghindari pembahasan 
yang terlalu luas maka peneliti membuat batasan masalah. Adapun batasan-
batasan masalah dalam penelitian ini adalah :  
1. Peneliti menurunkan model SIR pada penyebaran penyakit flu burung dengan 
memperhatikan populasi unggas liar, unggas domestik, dan manusia. 
2. Vaksinasi hanya dilakukan pada unggas domestik. 
 
1.6 Sistematika Penyusunan Skripsi 
 Penulisan skripsi disusun berdasarkan bab-bab berikut ini. 
BAB I  PENDAHULUAN 
 Bab ini memuat gambaran singkat tentang isi skripsi dan 
 membahas tentang latar belakang permasalahan, rumusan 
 masalah, tujuan masalah, manfaat penelitian, batasan 
 masalah dan sistematika penulisan. 
BAB II LANDASAN TEORI 
 Landasan teori berisi mengenai teori-teori yang mendukung 
 dan berkaitan dengan pembahasan skripsi sehingga dapat 
 membantu penulis maupun pembaca dalam memahami isi  skripsi. 
BAB III          METODE PENELITIAN 
Metode penelitian berisi proses atau langkah penulisan untuk 
membangun model penyebaran penyakit flu burung pada populasi 
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manusi, unggas liar, dan unggas domestik dengan pengaruh 
vaksinasi. 
BAB IV          HASIL DAN PEMBAHASAN 
 Pada bab ini berisi pemodelan penyebaran penyakit flu burung 
pada populasi manusia, unggas liar dan unggas domestik dengan  
pengaruh vaksinasi, analisa model meliputi titik kesetimbangan, 
angka rasio reproduksi dasar, analisa kestabilan, dan simulasi 
model dengan menggunakan Maple 13. 
BAB V PENUTUP 
Bab ini berisi tentang kesimpulan dan saran yang diperoleh dari 
pembahasan. 
 
 
  
 
BAB II 
LANDASAN TEORI 
 
2.1 Penyakit Flu Burung 
2.1.1 Sejarah Flu Burung 
 Flu burung merupakan suatu penyakit menular yang menyebar diantara 
unggas, namun dapat juga menulari manusia yang pertama kali ditemukan pada 
tahun 1878. Sedangkan virus penyebab flu burung dapat diidentifikasi pada tahun 
1933 oleh Smith (Sitepoe, 2010:36). Infeksi penyakit ini terus menyebar dan 
mewabah di antara unggas-unggas di Mesir dan hingga di beberapa negara-negara 
yang ada di wilayah Asia. 
 Pada awalnya, penyakit flu burung hanya terjangkit pada unggas liar dan 
ditularkan ke unggas liar lainnya. Namun pada akhirnya juga menular ke unggas 
peternakan. Sampai pada tahun 1997 di Hongkong terdapat kasus bahwa flu 
burung tidak hanya ada pada binatang seperti burung, ayam, dan bebek tetapi juga 
dilaporkan telah menjangkiti manusia hingga berdampak kematian.   
 Infeksi virus flu burung terhadap manusia pertama kali dilaporkan pada 
tahun 1997 dengan subtipe H5N1. Kemudian pada tahun 2003 dan awal 2004 di 
Asia Tenggara sendiri ditemukan virus flu burung subtipe H5N1 pada unggas dan 
manusia. Dikabarkan pula bahwa tipe virus tersebut telah mewabah di Vietnam, 
Thailand, Kamboja, hingga Indonesia. Hingga pada tahun 2006 flu burung jenis 
H5N1 telah mewabah ke 53 negara yang hampir mencakup seluruh benua 
(Aditama, 2006:9).  
 Viru subtipe H5N1 berdampak sangat buruk dan sangat mengkhawatirkan 
seluruh dunia karena berpotensi terhadap kematian. Karena semakin 
mengkhawatirkan dan meresahkan seluruh dunia, pemerintah pun akhirnya  
mengambil kebijakan untuk mencegah penularan flu burung dengan 
memusnahkan banyak unggas yang diduga menderita flu burung. 
 Berdasarkan hasil penelitian jaringan laboratorium pada 22 Januari 2004 
WHO (World Health Organization) menyatakan  bahwa virus H5N1 yang 
menjadi wabah saat awal tahun 2004 tersebut berbeda dengan virus H5N1 pada 
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kasus 1997 dan 2003. Hal ini berarti bahwa virus H5N1 telah mengalami mutasi 
dan kemungkinan besar akan bermutasi kembali pada masa yang akan datang. 
Hingga kini kasus flu burung masih terjadi dan menjadi ancaman bagi seluruh 
dunia. 
 
2.1.2 Penyebab Flu Burung 
 Penyakit flu burung dapat disebabkan oleh lingkungan yang 
terkontaminasi. Penyebab lainnya adalah dikarenakan oleh kontak lansung antara 
unggas yang terjangkit flu burung, seperti : 
- Kontak langsung dengan cairan yang berasal dari tubuh unggas yang terinfeksi 
flu burung, misalnya air liur unggas. 
- Menyentuh unggas yang telah terinfeksi flu burung, baik unggas yang masih 
hidup atau sudah mati. 
- Kontak dengan kotoran unggas yang terinfeksi flu burung seperti tersentuh 
oleh tangan. 
 
2.1.3 Gejala Flu Burung 
 Gejala-gejala yang ditimbulkan oleh virus flu  burung tidaklah main-main. 
Virus akan berinkubasi ke dalam tubuh manusia hingga menimbulkan gejala 
adalah 3 sampai 5 hari. Manusia yang terjangkit flu burung akan mengalami 
gejala-gejala mulai dari gejala awal dan gejala akhir. Adapun gejala awalnya 
antara lain, sebagai berikut : 
- Muntah. 
- Sakit perut. 
- Diare. 
- Mimisan. 
- Nyeri dada. 
- Gusi Berdarah. 
 Setelah mengalami gejala awal maka akan timbul gejala akhirnya yaitu, 
sebagai berikut : 
- Demam tinggi. 
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- Sakit kepala. 
- Pegal-pegal. 
- Pilek. 
- Batuk. 
- Sesak napas. 
 
2.1.4 Pencegahan dan Pengobatan 
 Pencegahan flu burung dapat dilakukan dengan cara-cara sederhana yang 
dapat diterapkan dalam kehidupan sehari-hari seperti : 
- Menjaga kebersihan tangan dengan cara rajin mencuci tangan hingga bersih. 
- Menjaga kebersihan kandang unggas bagi yang memelihara unggas.  
- Mawas diri dengan tidak melakukan kontak langsung dengan unggas-unggas 
yang terinfeksi. 
- Memastikan mengkonsumsi telur ataupun daging unggas dengan benar-benar 
dimasak secara matang.  
 Adapun pengobatan untuk penderita yang telah jelas didiagnosa terjangkit 
flu burung yaitu, sebagai berikut : 
- Diisolasi atau diasingkan di rumah sakit untuk menghindari penularan. 
- Minum banyak cairan, mengkonsumsi makanan sehat, dan mengkonsumsi obat 
pereda sakit. 
- Mengkonsumsi obat-obatan antivirus seperti oseltamivir dan zanamivir. 
 
2.2 Sistem Persamaan Diferensial 
 Sistem persamaan diferensial adalah kumpulan dari n  persamaan 
diferensial yang saling terkait yang mempunyai bentuk  
            
 
 
 
 nnn
n
n
n
xxxfx
xxxfx
xxxfx
xxxfx
,,,
,,,
,,,
,,,
21
2133
2122
2111









    (2.1)
 
Sistem (2.1) dapat dituliskan menjadi : 
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         xfx        (2.2) 
(Morris W. Hirsch, 1933: 21). 
Contoh 2.1 
2212
211
3
32
xxxx
xxx




    (2.3) 
 Berdasarkan kelinearannya sistem persamaan diferensial dibagi menjadi 
dua yaitu sistem persamaan diferensial linear dan sistem persamaan diferensial 
nonlinear. 
 
Definisi 2.1 (M. Braun, 1983: 264) 
Diberikan Sistem (2.1), jika setiap fungsi nfff ,,, 21   adalah fungsi linear dari 
variabel tak bebas nxxx ,,, 21   maka Sistem (2.1) dikatakan linear.  
  
 Secara umum, sistem persamaan diferensial linear orde satu dinyatakan 
dalam bentuk sebagai berikut : 
  
       tbxtaxtaxtax nn 112121111       
  
       tbxtaxtaxtax nn 222221212    
      (2.4) 
         tbxtaxtaxtax nnnnnnn   2211  
 Pada Sistem (2.4), jika       021  tbtbtb n  maka Sistem (2.4) 
dinamakan sistem persamaan diferensial linear homogen dan jika bukan maka 
dinamakan sistem persamaan diferensial linear nonhomogen. 
 Adapun bentuk matriks dari Sistem (2.4) dapat dituliskan sebagai berikut : 
     
     
     
 
 
 

















































tb
tb
tb
x
x
x
tatata
tatata
tatata
x
x
x
nnnnnn
n
n
n









2
1
2
1
21
22221
11211
2
1
 
dapat dinyatakan dalam persamaan sebagai berikut : 
                                        tBXtAX 
      (2.5) 
dengan : 
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












nx
x
x
X




 2
1
,  
     
     
     












tatata
tatata
tatata
tA
nnnn
n
n




21
22221
11211
, 













nx
x
x
X

2
1
, dan  
 
 
 












tb
tb
tb
tB
n

2
1
 
 
Definisi 2.2 (M. Braun, 1983: 370) 
Diberikan Sistem (2.1), jika setiap fungsi nfff ,,, 21   adalah fungsi  nonlinear 
dari variabel tak bebas nxxx ,,, 21   maka Sistem (2.1) dikatakan nonlinear. 
Adapun syarat-syarat sistem persamaan diferensial nonlinear, yaitu : 
1. Terdapat perkalian variabel tak bebas dan/atau turunan-turunannya. 
2. Terdapat variabel tak bebas dan/atau turunan-turunanya berpangkat lebih dari 
satu. 
3. Terdapat fungsi transenden dari variabel tak bebas beserta turunan-turunanya.  
Contoh 2.2 
2122
2
211
26
52 1
xxxx
exxx
x




    (2.6) 
 Sistem persamaan diferensial baik linear maupun nonlinear mempunyai 
titik kesetimbangan. Titik kesetimbangan adalah sebuah keadaan dari suatu sistem 
yang tidak berubah terhadap waktu. Suatu sistem dikatakan berada dalam keadaan 
setimbang jika sistem tersebut tidak berubah sepanjang waktu atau kedua 
persamaan diferensial sama dengan nol.  
 
Definisi 2.3 ( G.J. Olsder & Woude, 2003: 53)  
Titik nRxˆ  disebut titik kesetimbangan dari  xfx  ,   nRxfx ,  jika 
memenuhi   0ˆ xf , dengan 
 
 
 
 












nn
n
n
xxxf
xxxf
xxxf
xf
,,,
,,,
,,,
21
212
211




    (2.7) 
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2.3 Linearisasi 
 Linearisasi adalah proses mengubah persamaan diferensial nonlinear ke 
persamaan diferensial linear. Dengan linearisasi maka solusi dari sistem 
persamaan nonlinear dapat terpecahkan. Linearisasi dapat dilakukan 
menggunakan matriks Jacobian. Matriks Jacobian adalah matriks dari semua 
turunan parsial orde pertama dari fungsi bernilai vektor. Matriks Jacobian 
digunakan untuk mencari kestabilan titik kesetimbangan untuk sistem nonlinear.  
 
Definisi 2.4 (J. Hale & Kocak, 1991: 267) 
Diberikan fungsi  nffff ,,, 21   dengan  ECf i   dan ni ,,2,1  , matriks  
  
     
     



























x
x
f
x
x
f
x
x
f
x
x
f
x
x
f
x
x
f
xfJ
n
nnn
n



11
1
2
1
1
1
   (2.8) 
dinamakan matriks Jacobian dari f  di titik x . 
 
Definisi 2.5 (J.Hale & Kocak, 1991: 267)  
Jika xˆ  adalah titik kesetimbangan dari  xfx  , maka persamaan diferensial 
linear  
  xxfJx .ˆ      (2.9) 
adalah linearisasi sistem disekitar xˆ , dengan  
  
     
     



























x
x
f
x
x
f
x
x
f
x
x
f
x
x
f
x
x
f
xfJ
n
nnn
n
ˆˆˆ
ˆˆˆ
ˆ
11
1
2
1
1
1



   (2.10) 
                                           
Definisi 2.6 (Howard Anton, 1997: 277)  
Misalkan A  adalah matriks nn , vektor tak nol x  di dalam 
nR  disebut vektor 
eigen (eigen vector) dari A  jika Ax  adalah kelipatan skalar dari x , yakni 
     xAx       (2.11) 
 
 
II-7 
 
untuk suatu skalar  . Skalar   dinamakan nilai eigen (eigen value) dan x
dikatakan vektor eigen (eigen vector) yang bersesuaian dengan  . 
 Untuk menentukan nilai eigen dari matriks A  yang berordo nn  maka 
Persamaan (2.11) dapat dituliskan kembali sebagai : 
       IxAx       (2.12) 
Atau secara ekivalen  
          0 xIA               (2.13) 
dengan x  tak nol dan I  adalah matriks identitas sehingga Persamaan (2.13) 
mempunyai solusi nontrivial jika dan hanya jika : 
     0det  IA      (2.14) 
dan  Persamaan (2.14) dinamakan persamaan karakterisktik. 
 
2.4 Analisis Kestabilan Titik Kesetimbangan 
 Kestabilan titik kesetimbangan atau titik ekuilibrium dari suatu sistem 
persamaan diferensial linear maupun nonlinear diberikan dalam definisi berikut. 
 
Definisi 2.7 (G.J. Olsder & Woude, 2003: 53) 
Titik nRxˆ  dikatakan : 
(i) Stabil jika dan hanya jika untuk setiap 0 , terdapat 0  sedemikian 
sehingga untuk setiap 0x  dengan  xx ˆ0  menyebabkan    xxtx ˆ, 0  
untuk setiap 0t . 
(ii) Stabil asimtotik jika dan hanya jika xˆ  stabil dan terdapat sebuah 01 
sedemikian sehingga apabila 
10
ˆ  xx  maka menyebabkan 
  0ˆ,lim 0  xxtxt . 
(iii) Tidak stabil jika xˆ  tidak memenuhi (i). 
 
 Penentuan analisis kestabilan titik kesetimbangan untuk sistem nonlinear 
dapat ditentukan dengan menggunakan matriks Jacobian, apabila titik 
kesetimbangan tersebut hiperbolik. Berikut definisi titik kesetimbangan 
hiperbolik, 
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Definisi 2.8 (Lawrence Perko, 2001: 102) 
Titik kesetimbangan xˆ  dikatakan hiperbolik jika semua nilai eigen dari matriks 
Jacobian   xfJ ˆ  mempunyai bagian real tak nol.  
 
Teorema 2.1 (J.Hale & Kocak, 1991: 267-272)  
Diberikan sistem  xfx  , titik kesetimbangan xˆ  dikatakan : 
(i) Stabil asimtotik jika semua nilai eigen dari matriks Jacobian   xfJ ˆ  
mempunyai bagian real negatif. 
(ii) Tidak stabil jika terdapat paling sedikit satu nilai eigen dari matriks Jacobian 
  xfJ ˆ  mempunyai bagian real positif. 
  
 Analisis kestabilan titik kesetimbangan juga dapat ditentukan dengan 
menggunakan kriteria kestabilan Routh-Hurwitz. Kriteria kestabilan Routh-
Hurwitz adalah suatu metode yang digunakan untuk menentukan kestabilan suatu 
sistem dengan memperhatikan koefisien dari persamaan karakteristik tanpa harus 
menghitung secara langsung akar-akar persamaan karakteristik. 
 
Teorema 2.2 Kriteria Kestabilan Routh-Hurwitz (S.D. Fisher, 1990: 188) 
Diberikan suatu persamaan polinomial 
  0110 

kk
kk ccccp    
dengan kcccc ,,,, 210   adalah elemen bilangan real dan 00 c . Akar-akar 
persamaan polinomialnya mempunyai bagian real yang negatif jika dan hanya jika 
untuk setiap determinan dari matriks nnM   untuk setiap kn ,,2,1    
n
n
n
n
c
cccc
cccc
M




000
22420
12531


    (2.15) 
bernilai positif. 
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2.5 Angka Reproduksi Dasar (  ) 
 Menurut Giescke (2002), angka reproduksi dasar adalah rata-rata 
banyaknya individu rentan yang terinfeksi secara langsung oleh individu lain yang 
telah terinfeksi, dan masuk ke dalam populasi yang seluruhnya masih rentan. 
Kondisi yang timbul adalah salah satu di antara ke mungkinan berikut: 
a. Jika 10R  maka penyakit akan menghilang. 
b. Jika 10 R  maka penyakit akan meningkat menjadi wabah. 
Misalkan terdapat n  kelas terinfeksi dan m  kelas tidak terinfeksi. 
Selanjutnya dimisalkan pula x  menyatakan subpopulasi kelas terinfeksi dan y  
menyatakan subpopulasi kelas tidak terinfeksi (rentan atau sembuh), dan nRx
dan 
mRy , untuk nm, , sehingga 
),(),( yxyxx ii    dengan ni ,,2,1   
),( yxy i  dengan mi ,,2,1   
Dengan i  adalah laju infeksi sekunder yang menambah pada kelas terinfeksi dan 
i  adalah laju perkembangan penyakit, kematian dan kesembuhan yang 
mengakibatkan berkurangnya populasi dari kelas terinfeksi. 
 Perhitungan angka reproduksi dasar ( 0R ) berdasarkan linearisasi dari 
sistem persamaan diferensial yang didekati pada titik kesetimbangan bebas 
penyakit. Persamaan kompartemen terinfeksi yang telah dilinearisasi dapat 
dituliskan sebagai berikut : 
 xVFx   
Dengan F  dan V  adalah matriks berukuran nn  dan ),0( 0y
u
F
j
i




 dan
),0( 0y
u
V
j
i




. Selanjutnya didefinisikan matriks K  sebagai berikut : 
1 FVK  
 
Dengan K  disebut sebagai matriks generasi mendatang. Nilai dari infeksi 
sekunder pada populasi rentan adalah nilai eigen dominan dari matriks K  
sehingga 
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 10  FVR   
(Driessche and Watmough). 
 
2.6 Model Epidemi SIR 
 Model epidemi adalah adalah model matematika yang digunakan untuk 
memodelkan suatu penyebaran penyakit. Ilmu yang membahas tentang 
penyebaran penyakit adalah epidemiologi. Penyebaran penyakit yang dimaksud 
adalah penyebaran penyakit yang menurut sifat, waktu dan tempat.  
 Terdapat begitu banyak model epidemi yang umum digunakan untuk 
memodelkan suatu penyakit yang dapat dibuat persamaan-persamaan yang 
mendeskripsikan keadaan suatu penyebaran penyakit menular. Salah satunya yaitu 
model SIR. Model SIR pertama kali diperkenalkan oleh Kermack dan 
McKendrick pada tahun 1927. Total populasi pada model SIR adalah berjumlah 
N dan dibagi menjadi tiga subpopulasi yaitu subpopulasi rentan (Supcepted) 
disimbolkan dengan  tS , subpopulasi terinfeksi (Infected) disimbolkan dengan 
 tI , dan subpopulasi yang pindah (Recovered) disimbolkan dengan  tR . 
 Pada model SIR, dimungkinkan populasi yang terinfeksi penyakit dapat 
sembuh. Subpopulasi  tR  mewakili individu yang meninggal karena penyakit, 
sembuh dari infeksi penyakit serta mempunyai kekebalan tubuh yang tetap. 
Dengan kata lain, individu sudah diasingkan dari sisa populasi. Subpopulasi  tR  
tidak lagi ikut serta dalam penyebaran penyakit tetapi masih tetap sebagai anggota 
total populasi berjumlah N  meskipun ada kemungkinan diantaranya telah ada 
yang meninggal dunia (Diekmann and Heesterbeek, 2000).  
 Pada penelitian ini penulis membahas mengenai penyebaran penyakit flu 
burung dengan mengambil model berdasarkan model SIR. Pada model ini sistem 
dibagi menjadi 3 populasi, yaitu populasi manusia, populasi unggas domestik dan 
populasi unggas liar. Populasi manusia ( HN ) dibagi menjadi 3 kelompok yaitu 
kelompok manusia yang rentan terhadap flu burung ( HS ), kelompok manusia 
terinfeksi karena flu burung ( HI ), dan kelompok manusia yang sembuh dari flu 
burung ( HR ). Kelompok manusia yang telah sembuh dari flu burung akan kebal 
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sementara terhadap flu burung dan kemungkinan akan kembali rentan terhadap flu 
burung. 
 Selanjutnya kelompok unggas domestik ( DN ) dibagi menjadi 3 kelompok 
yaitu kelompok unggas domestik yang rentan flu burung ( DS ), kelompok unggas 
domestik yang terinfeksi flu burung ( DI ), dan kelompok unggas domestik yang 
divaksinasi ( DV ). Kelompok unggas domestik yang divaksinasi mempunyai 
kemungkinan unggas domestik yang rentan tidak jadi terinfeksi flu burung. 
Namun yang telah terinfeksi diasumsikan tidak akan sembuh dari flu burung. 
 Kelompok unggas liar ( LN ) dibagi menjadi 2 kelompok yaitu kelompok 
unggas liar rentan flu burung ( LS ), dan kelompok unggas liar yang terinfeksi flu 
burung ( LI ). Kelompok unggas liar yang terinfeksi diasumsikan tidak akan 
sembuh dari flu burung. 
 Pembentukan model berdasarkan pada asumsi-asumsi yang dibuat. Model 
yang disusun berbentuk persamaan diferensial yang bergantung pada variabel-
variabel yang menyatakan tiap-tiap populasi. Selanjutnya, menentukan titik 
kesetimbangan dan menentukan kestabilan dari titik kesetimbangan merupakan 
poin penting dari model. 
  
BAB III 
METODOLOGI PENELITIAN 
 
 Metode penelitian yang digunakan untuk membangun model penyebaran 
penyakit flu burung pada populasi manusia, unggas liar, dan unggas domestik 
dengan pengaruh vaksinasi adalah dengan cara studi pustaka dan mempelajari 
jurnal-jurnal yang berhubungan dengan pemodelan matematika. Lebih rincinya 
langkah-langkah penelitian pada tugas akhir ini adalah  
1. Menentukan variabel-variabel serta parameter-parameter yang digunakan 
pada model yaitu sebagai berikut : 
 tS  : Jumlah manusia yang rentan pada saat t . 
 tI  : Jumlah manusia yang terinfeksi pada saat t . 
 tR  : Jumlah manusia yang sembuh pada saat t . 
 tSb  : Jumlah unggas domestik yang rentan pada saat t . 
 tIb  : Jumlah unggas domestik yang terinfeksi pada saat t . 
 tVb  : Jumlah unggas domestik yang divaksinasi pada saat t . 
 tN  : Jumlah total populasi manusia yang rentan pada saat t . 
 tNb  : Jumlah total populasi manusia yang rentan pada saat t . 

  
: Angka kelahiran/kematian manusia.      
b  
: Angka kelahiran/kematian unggas domestik. 

  
: Laju interaksi yang dapat mengakibatkan penularan pada   
    manusia. 
b  
: Laju interaksi yang dapat mengakibatkan penularan pada unggas  
    domestik. 
   : Laju kekebalan pada manusia yang sembuh. 
   : Laju dari kelas Recovered ke kelas Suscepted. 
   : Angka vaksinasi pada unggas yang rentan. 
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2. Diberikan model SIR Amidi (2017) sebagai berikut : 
                 
              S                         I                      R  
N                  II
N
S
b                 I                                  R  
  S        I           R                                 S  
 
 
 
bb N                 b
b
I
N
S
              
 bS                               bI                         bb Im  
 
 
 S  
 
bbS  bbV  
              bV  
 
3. Dari model (2) dibentuk model baru dengan menambahkan populasi unggas 
liar. Sehingga model terdiri atas 3 populasi yaitu populasi manusia, populasi 
unggas domestik, dan populasi unggas liar.  
4. Menurunkan model yang ada di langkah (3) untuk dicari titik kesetimbangan 
(equilibrium point). 
5. Melakukan linearisasi pada model dengan menggunakan matriks Jacobian di 
titik kesetimbangan (equilibrium point). 
6. Menganalisa kestabilan titik kesetimbangan (equilibrium point) yang telah 
ditentukan. 
7. Simulasi model untuk melihat pengaruh vaksinasi terhadap penyebaran flu 
burung. 
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8. Menyimpulkan hasil dari analisa titik kesetimbangan (equilibrium point) dan 
simulasi model. 
 
  
 
BAB V 
PENUTUP 
 
5.1 Kesimpulan 
 Dari pembahasan yang telah dilakukan, dapat diambil kesimpulan sebagai 
berikut : 
1. Berdasarkan asumsi-asumsi yang telah dibuat, diperoleh model 
LLDDDHHH ISVISRIS  pada penyebaran flu burung pada manusia, unggas liar 
dan unggas domestik dengan pengaruh vaksinasi yang diekspresikan sebagai 
berikut 
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Sistem (5.1) tersebut dapat ditulis menjadi Sistem (5.2) di bawah ini 
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2. Dari analisis model matematika yang dalam hal ini Sistem (5.2) yang 
dianalisa, diperoleh angka rasio reproduksi dasar 
   LDH
LDHR



0 . 
Kemudian diperoleh titik kesetimbangan bebas penyakitnya adalah
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titik kesetimbangan endemik penyakit adalah  
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dengan  
DIˆ  adalah akar positif dari Persamaan (4.17). 
HIˆ  adalah akar positif dari Persamaan (4.21). 
 
Teorema 4.1 
Jika 
 
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adalah stabil 
asimtotik. 
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Teorema 4.2 
Jika 10 R  maka titik kesetimbangan endemik penyakit  
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adalah stabil asimtotik. 
3. Berdasarkan angka 
   LDH
LDHR



0 , jika diambil 20,0  dan 
09,0L  maka  10 R  sehingga penyakit masih mewabah atau tidak akan 
menghilang dari populasi dan terjadi endemik. Jika diambil 20,0  dan 
09,0L  maka  
10 


LD
LDR


 sehingga penyakit tidak akan meluas, 
menghilang dari populasi dan bebas penyakit. 
 
5.2 Saran 
 Dalam penulisan ini, penulis membahas penyebaran penyakit flu burung 
pada populasi manusia, unggas liar, dan unggas domestik dengan pengaruh 
vaksinasi. Dalam penelitian ini diasumsikan tidak adanya pengaruh karantina bagi 
populasi manusia yang terinfeksi. Oleh karena itu, penulis memberikan saran 
kepada pembaca yang tertarik pada masalah ini untuk mengembangkan penyakit 
flu burung pada manusia, unggas liar, dan unggas domestik dengan pengaruh 
vaksinasi dan karantina. 
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